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Perkalian Vektor

Perkalian vektor yang sudah dipelajari:
1. Perkalian titik (dot product atau inner product): a - b

2. Perkalian silang (cross product): a x b

3. Perkalian luar (outer product): a A b

Yang akan dipelajari selanjutnya — perkalian geometri: ab



Perkalian Geometri

* Perkalian geometri dioperasikan pada multivector yang mengandung
skalar, area, dan volume

* Perkalian geometri ditemukan oleh William Kingdom Clifford (1945 —
1879)

* Perkalian geometri dua buah vektor a dan b didefinisikan sebagai
berikut:

agb=a-b+aAnrb

4 —>
skalar bivector




Sifat-sifat Perkalian Geometri

1. Asosiatif
(i) a(bc) = (ab)c = abc
(ii) (Aa)b = A(ab) = Lab

2. Distributif
(ia(b+c)=ab +ac
(ii) (b + c)a = ba + ca

3. Modulus
a? =aa = ||al|?



e Bukti untuk 3:
Misalkan a = a,e, +a,e,
maka
a’=aga=a-a+aAnd

=a,a,+ 0,0, +(a,e,+a,e,)n(a,e, +a,e,)

=a,’+0a,%+a,0,(e;ne,) +a,a,(e;ne,) + a,0,(e,ne,) +a,0,(e,ne,)
=a,*+a,2+0+a,0,(e;ne,) +a,0,(e,ne;) +0

=a,°+ 0,2 +a,0,(e;ne,) —a,a,(e;ne,)

=a,°+ 0,2 +a,0,(e;ne,) —a,a,(e;ne,)

=a,°+0,2+0

=a,° + 0,?

= (Jai +a3)?

= |lall?




Contoh 1: Misalkan a = 3e, + 4e, dan b =2e, + 5e,, hitunglah ab dan a?

Jawaban:

ab=a-b+anb
= {(3)(2) + (4)(5)} + (3e, + 4e, )A(2e, + 5e,)
={6 + 20} + 6(e, A e,)+ 15(e; A e,)+ 8(e, A e)+ 20(e, A &,)
=26+ (6)(0) + 15(e; A &,)+ 8(e, A e)+ (20)(0)
=26+ 15(e; A e,)—8(e; A &)

=26+7(e; A e)

a’=ga=a-a+anra =|all?
= (V33 4 42)?
=32 + 42
=9+ 16
=25




Vektor-vektor Ortogonal

bla

/ Menurut dalil Phytagoras:
C

| b lcll? = ||all + |b]]?
c2 =ag?+b? — sifat modulus
/ (a+b)?=a’+b?

a’+ b?+ab + ba=a%+ b?
ab+ba=0
ab = —ba

. Perkalian geometri tidak bersifat komutatif untuk vektor-vektor yang ortogonall!



Vektor-vektor yang tidak bebas linier

ot i
1 h

b//a
b=Aa ,heR

ab = aha = haa=\a?=2llal|?

ba =laa = Aa?=A||al|?
ab = ba

. Perkalian geometri bersifat komutatif untuk vektor-vektor tidak bebas linier



Vektor-vektor yang bebas linier

b=b+b,

ab =a(by +b,) = ;;1{';” + ab, ||a||||b||sin¢9

abj| bergantungan linier dengan a, atau b= Aa

ab= ala = ha? = A||al|? !

+—>

skalar

ab=ab cos 0 = |[al|||b]| cosO=a-b
— ab=ab|+ ab,=a-b+ anb

ab,=ab sinb=aAb —
Jadi, ab=a-b+anrb
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* Modulus ab dihitung dengan dalil Phytagoras sbb:

lab]|?

Jadi,

2

2

Q Q Q Q

2

b
b
b

- b||? + |la ABII?

2 cos2 0 + ||al|?||b]|? sin2 ©
2 (cos2 0 +sin2 0)

2

(sebab cos? 0 +sin? 0 =1)

labll = llalllb]]




 Kemudian,
ab=a-b+anb
ba=b-a+bra=a-b—anb
ab—ba =(a-b+anb)—(a-b—a A b)
=(anb)+(aAnb)=2(aAb)
Jadi,

(@ A b) = %(ab — ba)

e Selanjutnya,
ab+ba =(a-b+anb)+(a-b—anrb)=2(a-b)
Jadi,

(a-b)=%(ab+ba)




Perkalian geometri vektor-vektor basis

* Vektor-vektor basis satuan standard adalah e, e,, e, ...

- - - - 2 —

* Dengan cara yang sama, maka |e,e, =e,°=1 |dan |ese;=e;%=1

* Perkalian geometri e;dan e,:

Note: e, A e, dapat diganti dengan notasi e e, atau e,

Note: e, A e, dapat diganti dengan notasi —e e, atau —e,,



Soal Latihan dan Jawaban

(Soal UAS 2019)
Jika diketahu tiga buah vektor:
a = 2¢1 + 2e9 + €3

h = 3e1 + 2e0 — 264
c = e+ 2e0 — €9

Hitungla,h :
1). (a+0b 2). (aNb)e

3). (a+Db).c
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1) a+b=(2e,+2e,+e,)+(3e,+2e,—2e;) =5e, +4e,—e,
(a + b)c = (5e, + de, —e;)(e, + 2e, — e,)
=5+10e,,—5e,5+4e,;, +8—-4e,;—e;; —2e;,+1
=14+ (10—-4)e,, + (-4 + 2)e,5 + (5—1)e,,
=14 + be,, —2e,; +4e;;

2) (a Ab)=(2e,+2e,+e;) A(3e, +2e, - 2e,)
=(4—6)e, + (-4 +2)e,5+ (3 +4)ey,
=—2e,,—2e,+7e;
(a A b)c=(-2e,,—2e,;, +7e,,)(e; +2e, —e,)
=2e,—4e, +2e,3—2e;t4e;+e, + 7e;+ 14e5+ 7€,
=(-4+7)e;+(2+1)e, +(4+7)e;+(2—2+14)e,,;
=3e, +3e, +1le; + 14e,,,



3)(a+b)-c=(5e,+4e,—e;) - (e, +2e,—e,)
= (5)(1) +(4)(2) + (-1)(-1)
=5+8+1
=14



Sifat-sifat Imajiner Outer Product

e Kuadratkan outer product dari vektor-vektor basis satuan:
(e,ne,)2=(e;Ane,)(e;Ane,)
= €,6,6,8,
—e,e,
= —€,6:.8,6;
=—e,%e,’
— _12 12
=-1
* Jadi, [(e;Ae,)?==1 | — mirip dengan imajiner i?=-1

e Aljabar Geometri memiliki hubungan dengan bilangan kompleks, bahkan juga
dengan quaternion, dan dapat melakukan rotasi pada ruang vektor dimensi n.




Pseduoscalar

* Elemen-elemen aljabar di dalam aljabar geometri:
skalar — grade-0
vektor — grade-1
bivector — grade-2
trivector — grade-3
dst

» Di dalam setiap aljabar (aljabar skalar, aljabar vektor, aljabar bivector, dst),
elemen paling tinggi dinamakan pseudoscalar dan grade-nya diasosiasikan
dengan dimensi ruangnya.

* Contoh: - di R? elemen pseudoscalar adalah bivector e, A e, dan berdimensi 2.

- di R® elemen pseudoscalar adalah trivector e, A e, A e,



Rotasi dengan Pseudoscalar

* Pseudoscalar dapat digunakan sebagai rotor (penggerak rotasi).

* Misalkan pseudoscalar di R? dilambangkan dengan /, jadi
I=e,Ane,=ee,=e,
* Perkalian vektor satuan e, dan e, dengan I:
—_ —_ —_ 2 —_ —_
e,/=ee,=eee,=e’e,=(l)e,=¢,
—_ —_ —_ —_ 2 —_ —_
—_ —_ —_ 2 —_ —_



* Perkalian vektor a = a,e, + a,e, dengan I

al

(1c1Eo

(aie; + aez)e 1€

2
aje;e; + axeze;e;

2
d1€y — de,€ -

—me; + a1

yang sama dengan memutar vektor sejauh 90
derajat berlawanan arah jarum jam.
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* Perkalian vektor / dengan a = a,e,; + a,e,:

la = ejeja

= e1e(a1e; + mmey)

— d;€16€1 + n;eleg

= —a1€; + are;q <
— €] — 1€ \

yang sama dengan memutar vektor sejauh 90
derajat searah jarum jam.

e Jadi,
al = —Ia

* Perkalian vektor dengan pseudoscalar tidak komutatif.
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TasLE 8.1

Products in R?

Type Product Absolute Value Notes
inner e) - e 1 e-e)=e - e
outer e; N e 0 ex Aey =e; A e
geometric el 1 e = e}
EII = —IEI
inner €] - e 0 €€ =e€ e
outer e; N\ e ] ep ANey = —(ex Aep)
geometric ere; ] er2 = —en
€12 = [
I’ =—1
inner a-a | al?
outer ana 0
geometric a? | all?
inner a-b lal|lllb]| coso@ a-b=iab+ ba)
(25 EJI + HQEJZ
outer anb lallllb]| sin@ anb= %tab — ba)
a by, — a, b, aAnb=(aby —ayby)e; A ey
geometric ab lallllb]l ab=a-b+anb

al = —Ia




Hubungan antara vektor, bivector, dan
oilangan kompleks

* Diberikan vektor a = a,e, + a,e,dan b = b,e; + b,e, di R?, maka
ab = (a,e; + ayer) (biey + byey)
= aybie] + ajbyer; + aybiey + aybse;
= a1by + ayby + a1byer; — arbien;

= (a1b; + a»,b,) + (a; by, — a,by)eps

anb

a-b
= (a,b; + a,b,) + (a;b, — a,b,)I
10 1% 102 201

skalar bivector
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* Perhatikan bahwa
ab = (a,b, + a,by) + (a;b, — a,b,)I

ekivalen dengan bilangan kompleks Z =p + qi.

* Jadi, kita dapat membentuk bilangan yang ekivalen dengan bilangan kompleksZ
vang dibentuk dengan mengkombinasikan skalar dengan bivector:

/ = dy + ey = a; + HEI

yang dalam hal ini a, adalah bagian riil dan a, bagian imajiner.



* Vektor a dapat dikonversi menjadi bilangan kompleks Z sebagai berikut. Diberikan

vektor g adalah a = a,e; + a,e,, maka

2
e1a = ej(aje) + dey) = a1 €, + a,eep = a; + ﬂgf

Jadi,

e1a =/~

e Kalau urutan perkaliannya dibalik sebagai berikut:

),
ae; = (aje; + mey)e; = aje] + mee; = a; — apl

maka hasilnya adalah bilangan kompleks sekawan (conjugate) Z.

ae, =7
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Soal Latihan Mandiri

1. (Soal UAS 2018)
Diberikan tiga buah vektor:

a = 2e1 + eq + €3
b = 3e1 + Heo — 264
c = —e1 + 2ea — e3

hitunglah :
1). a(bAc) 2). a.(bAc)

3). a(b+ ¢)
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2. (Soal UAS 2019)

Jika I, = eq99 5, adalah pseudoscalar di R™, tuliskan ekspresi berikut
dalam bentuk vang paling sederhana:

1). I 1115 2). e1Iol314l5 3). (I3)*(I2)2Is]5

3. (Soal UAS 2018)

Misalkan a adalah sebuah vektor 5¢; — 2e9. Bagaimana cara merotasikan
vektor a searah jarum jam sebesar 90° dengan pseudo-scalar. Tentukan
bayangan a (misalkan a’).
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